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第１１回講義内容

１）不静定梁のたわみと断面力

２）両端固定梁の解析

３）演習

４）まとめ



不静定梁のたわみと断面力

不静定構造物は、力の釣合から断面力や反力を先に
求めることはできない。そこで、次に示す梁の基礎
式である微分方程式を用いて、変位関数から求める
ことになる。
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上の方程式は、４階の微分方程式であることから、
4つの境界条件が必要となる。



中央集中荷重を受ける両端固定梁

ここでは、集中荷重なので とし、境界条件で荷
重を評価する。このモデルの微分方程式は以下のよう
になる。ただし、このたわみ関数w(x) は、構造が対称
であることを考慮して0≤ x < L/2の範囲で有効となる。
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中央集中荷重を受ける両端固定梁

上式を解くために、以下のように両辺を4 回積分する。
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中央集中荷重を受ける両端固定梁

次に、4 つの境界条件によって積分定数を決定する。境界
条件は左端と中央点で以下のように与える。ここで、境界
条件の上2 式は左端が固定であることから、また3 番目は
構造が対称で部材中央の回転角がゼロとなることから得ら
れる。最後の境界条件は、図(11-2)のように中央点での上
下方向の力の釣合、つまり荷重とせん断力との力の釣合か
ら得られる。
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中央集中荷重を受ける両端固定梁

境界条件の上2式より、
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さらに、下2式より、
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中央集中荷重を受ける両端固定梁

決定した積分定数をたわみ式に代入すると、
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載荷点における鉛直変位δ  は、上式にx = L 2 を代入
することで次のように求められる。
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曲げモーメントとせん断力は、
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中央集中荷重を受ける両端固定梁

得られた積分定数より、上式に代入すると、曲げモー
メントとせん断力が次式で与えられる
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例題11-1

図に示す等分布荷重が加わる両端固定梁の断面力と最
大たわみを求めよ。



例題11-1の答え

等分布荷重を受ける梁の釣合式を示す微分方程
式は、
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で与えられ、上の両辺を4回積
分すると、
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例題11-1の答え

境界条件として、梁両端が固定であることより、以下
の４つの条件が得られる。
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境界条件の上2式を右の下2式に適用すると、
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さらに、上2式を右の下2式に適用する。
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例題11-1の答え

上式を整理すると、
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上式を連立にして、積分定数C1,C2を求めると、
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求めた積分定数より曲げモーメント分布を求める。曲げ
モーメントは、次式で与えられる。
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例題11-1の答え

上式より、梁端部及び中央の曲げモーメントは、
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例題11-1の答え

次に、たわみ分布と回転角分
布は、
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たわみの最大値は、部材中央
に生じ、
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例題11-2

図に示す一端固定・一端ピン支持の不静定梁が等分布荷
重を受けるモデルを応力解析し、断面力の分布とたわみ曲
線、あるいは最大曲げモーメントや最大変位を求めよ。



例題11-2の答え

不静的梁の解析を行う４階の微
分方程式を以下に示す。
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例題11-2の答え

上式を解くために、以下のように両辺を4回積分する。
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上式には積分定数が４つあり、４つの境界条件が必要
となる。まず、梁の左端は固定であるため、その点の
変位と回転角（勾配）は、次に示すように共にゼロと
なる。
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例題11-2の答え

また、右端はピン支持であるため、

( ) 0w L

として、変位に対する境界を与え、他のひとつの境界
は応力で与えることになる。ここでは、ピン支持であ
ることから、曲げモーメントはゼロとなる。
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例題11-2の答え

となり、2つの積分定数が決定する。次に、右端の境界
条件として、

応力境界として、次のように曲げモーメントがゼロの
条件を適用する。

上２式を連立にして、積分定数を以下のように求める。
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例題11-2の答え

これで、積分定数は全て決定したので、たわみや断面
力は、これらの積分定数を該当する関数に代入すれば
得られる。まず、断面力を求めてみよう。曲げモーメ
ントとせん断力は 、

曲げモーメントは、上式より に関する2次式となる。上
の関数を用いて、不静定梁の曲げモーメントとせん断力
図を以下に示す。
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例題11-2の答え

梁の両端では、曲げモーメントは

となり、また、x=L/4 でも曲げモーメントがゼロとなる
ことが分かる。また、曲げモーメントの最大値は、せん
断力がゼロとなる位置であることから 、その位置は
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例題11-2の答え

として与えられる。せん断力がゼロの位置である
の値を曲げモーメント式に代入すれば、曲げモーメントの
最大値が以下のように得られる。

梁の両端でのせん断力は、せん断力式より、次のよう
に得られる。
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例題11-2の答え

次に、たわみを求めることにしよう。たわみの式に積
分定数を代入し、整理すると以下の式が得られる。

同様に、回転角を表す式に積分定数を代入すると、
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として得られる。変位の最大値は、関数の最大・最小
より、回転角がゼロの位置で与えられる。まず、回転
角がゼロの位置を求めよう。上式を用いると
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例題11-2の答え

ただし、 と の値は意味をなさないので、

の値を用いることになる。この値をたわみ式に適用す
ることによって変位の最大値が次のように得られる 。
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まとめ

１）不静定梁のたわみと断面力

２）両端固定梁の解析

３）一端固定、一端ピン支持梁の解析


