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第10回講義内容

１）モールの定理

２）単純梁のたわみ

３）片持ち梁のたわみ

４）演習

５）まとめ



モールの定理

梁の変形を支配する微分方程式は前回次のように得
られた。
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上式を比較すると分かるように、下式に係数 が付いてい
ること以外は全て同じ形式の微分方程式となっている。そこ
で、下式を以下のように変形すると、
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上の式と全く同じ形式となる。
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モールの定理

一方、静定構造物は力の釣合から解くことができ、曲げ
モーメントの関数が求められる。その関数を で割っ
て値を荷重項とし、力の釣合を用いることで、梁の微分方
程式の解であるたわみ関数が求められことになる。

モールの定理
梁の曲げモーメントを で除し、その値を荷重と考えると、
ある点のたわみはその点の曲げモーメントの値に、また、ある
点のたわみ角はその点のせん断力に等しい。ただし、片持ち
梁の場合は固定端と自由端とを入れかえる必要がある。
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単純梁のたわみ

静定構造物で、最も基本的な静的梁の変形と中央のた
わみを求めてみよう。解析モデルは下図に示す単純梁
で、中央に集中荷重が加わっている。梁の曲げモーメ
ント分布は、下のように求められている。



単純梁のたわみ

曲げモーメントの分布は、
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求めた曲げモーメントを で割った
値を荷重とする。そのため、荷重方向
は右図のように曲げモーメントと反対
側に描くことになる。まず、力の釣合よ
り反力を求める。
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単純梁のたわみ

モールの定理によれば、上記の荷重
に対して、梁中央の曲げモーメントが
この単純梁の載荷点における鉛直変
位である。右図10-5 において、W は
分布荷重の合力、 が梁中央での曲
げモーメントである。分布荷重の合力
W は
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であり、その荷重中心点は、三角形荷
重であることより、左端より部材長さの
1/3 の点である。中央点でのモーメント
の釣合より、 は次のように求められ
る。
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単純梁のたわみ

従って、梁中央の変位は次式で与えら
れることになる。
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例題10-1

右図 に示す単純梁に等分布荷重を
受ける際、梁にに生じる最大たわみ
をモールの定理を利用して求めよ。



例題10-1の答え

曲げモーメント関数は、
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上の曲げモーメントを で割った
値を荷重とする。そのため、荷重の方
向は右図のように曲げモーメントと反
対側に描く。まず、力の釣合より次の
ように反力を求める。図に示す全荷
重を以下のように積分して求める。
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例題10-1の答え

従って、反力は

モールの定理によれば、上記の荷重に
対して、梁中央の曲げモーメントがこの
単純梁の載荷点における鉛直変位で
ある。右図において、 が梁中央での
曲げモーメントである。x = L / 2 におけ
る分布荷重によるモーメントは、まず、
微小部分の荷重について求める。この
微小部分のモーメントは、右図を参考
にすると、
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例題10-1の答え

分布荷重全体によるモーメントは、0 

からL/ 2 まで積分することによって求
められる。ただし、切断面は部材中央
x = L / 2 としている。中央点でのモー
メントの釣合より、 は、微小部分の
モーメントを下式のように積分すること
で次のように求められる。
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例題10-1の答え

従って、梁中央の変位は上式を積分
することで、以下のように与えられるこ
とになる。
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片持ち梁のたわみ

片持ち梁の最大変位をモールの定理
を用いて求める。
曲げモーメントの関数は、

単純梁と同様、求めた曲げモーメントを
で割り、その値を荷重とし、右図のように
荷重の方向を逆にする。さらに、図のよ
うに境界条件である固定端と自由端を入
れ替える。
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片持ち梁のたわみ

この荷重に対する固定端での曲げモーメントを求める。この曲
げモーメントが片持ち梁の最大変位となる。
分布荷重の合力W は次のようになる。

固定端でのモーメントの釣合よりM は次のようになり、モー
ルの定理より、その値が変位となる。
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片持ち梁のたわみ
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モールの定理は微分方程式を解く必要がなく、簡単に任意点
の変位を求めることができるので覚えておくと便利である。
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固定端の反力は、モールの定理
によれば、回転角に等しい。また
、反力は荷重の合力に等しいこと
から、片持ち梁の先端の回転角
は、



例題10-2

右図に示す等分布荷重を片持ち梁
の最大変位をモールの定理を用い
て求めよ。



例題10-2の答え

曲げモーメント関数は、
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単純梁と同様、求めた曲げモーメントを で割り、その値
を荷重とする。ただし、図10-16 のように境界条件である固
定端と自由端を入れ替える。
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例題10-2の答え

図10-16 の荷重に対する固定端での曲げモーメント反力
を求める。この曲げモーメントが変位となる。この曲げモーメ
ントは、外力と反力との力の釣合より、次式で与えられる。

上の積分を実行すると、梁先端のたわみは次式となる。
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例題10-2の答え

片持ち梁先端の回転角は、反力
に等しく、また、合力に等しい。
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まとめ

モールの定理の説明

静定構造物の代表である単純梁と片
持ち梁のたわみをモールの定理を用
いて求めた

１）単純梁のたわみ

２）片持ち梁のたわみ


