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1第 2章 減衰を持つ１質点系の振動 

耐震工学 振動論入門 

 
 
 

減衰を有する振動系は図を参考にすると次式で与えられる。 

 
( )smy k y y W cy= − + + −   

    〔下向きの力を正とする〕 
 

静的釣合式を用いて整理すると 

 

my ky cy= − −  
 

右辺を左辺に移項すると減衰項を有する 1 質点系

の振動方程式が得られる。 

 

0my cy ky+ + =  

 

 

 

 

 

ここでは、減衰を有する振動方程式を解くことにする。振動方程式

(2.1)の解を次式で仮定する。 

 
sty Ae=     

 
時間微分して速度と加速度を求める。 

 

   
2 2

st

st

y Ase sy
y As e s y
= =

= =
 

 

これらを振動方程式に代入し、整理すると 

 
2

2

2

( ) 0
0

0

stmy Cy ky ms Cs k Ae
ms Cs k

C ks s
m m

+ + = + + =

+ + =

+ + =

 

 
となり、 sについての二次方程式が得られる。次に、解の公式を用いて

第２章 減衰を持つ１質点系の振動 

静的釣合 

 s
Wy
k

=  

両辺を各項の共通因数
stAe ( ≠ 0)

で割る 

2.2 振動方程式を

解く

c  k  

m  

m  

sy y+  
( )sk y y+  

cy  

W  
図 2.1 減衰を持つ振動モデル 

2.1 減衰を持つ質

点系の振動方程式

―――― (2.1) 

―――― (2.2) 

―――― (2.3) 
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sを求める 
 

2

1,2 2 2
c c ks
m m m

⎛ ⎞= − ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 

となり、上式の値を用いて、次の 2つの解が求められる。 

 

1
1 1

s ty A e=   2
2 2

s ty A e=     

 
これより一般解は、次式となる。 
 

1 2
1 2

s t s ty A e A e= +      

 
ここで、 1A、 2A は積分定数で初期条件より決定される。 
係数 cyで減衰力そのものの大きさは与えられるが、系全体に与える

効果はm、kに生じる力と比較して決める必要がある。ここではm、k
に関連した標準の減衰量を考え、cの大きさを臨界減衰値の何倍である
かという表現をする。臨界減衰値 crc は便宜上、(2.4)式の根号内の値を 0
にする量として考える。 
式(2.4)の根号内を crc を用いて表すと 

 
2 2

2 0
2 2

cr cr
n

c ck
m m m

ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   

 
となり、これにより、 crc が得られる。 
 

22 2 2cr n
kc mk m m
m

ω= = =    

 
従来の cとの関係を臨界減衰値 crc との比 hを用いて表す。 
 

cr

ch
c

=    

 
この hを減衰定数と呼ぶ。 

減衰定数 hを用いて、得られた 1,2s を表すと、 

解の公式 
2 0ax bx c+ + = のとき、 

2 4
2

b b acx
a

− ± −
=  

n元同次微分方程式の一般解は解を teλ
と仮定し

て、λの代数方程式の根 kλ （ 1,2k n= ⋅⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ）を
用いて積分定数と k teλ

の積のｎ個の一次結合で表

される。 

―――― (2.4) 

―――― (2.5) 

―――― (2.6) 

―――― (2.7) 
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2

1,2 2 2
c c ks
m m m

⎛ ⎞= − ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )

2
2

2 2

2 2
2 2

n n
n

n n n

hm hm
m m

h h

ω ω ω

ω ω ω

⎛ ⎞= − ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − ± −

 

 ( )21 nh h ω= − ± −      

 
となる。根号内の値が正・0・負の場合に対応して、振動性状は大きく
変化することになり、これについては、次節で詳細に述べる。 
 

 

 

 減衰定数の値によって異なる振動状態を示すが、本節では、3 つの状

態に分類して、その状態を説明する。 

 

１） 1h > の場合（過減衰） 

このとき、根号内は正で、 1,2s とも次のように負の実数となる。 
 

2
1 1

2
2 2

( 1)

( 1)
n

n

s h h r

s h h r

ω

ω

= − + − = −

= − − − = −
 

 
上式を用いると振動方程式の一般解は次式となる。 
 

1 2
1 2

r t r ty A e A e− −= +   

 
この関数の中の 1r te−

は、時刻 tが進むと 0 に漸近する。これは減衰が
大き過ぎてもはや振動しない状態を示す。この 1h > の状態を過減衰と

呼ぶ。 
 
２） 1h = の場合（臨界減衰） 

減衰定数 1h = を(2.8)式に代入すると、 1 2 ns s ω= = − となり、解は一

つとなる。従って、他の一つの特解を求めなければならない。特解を求

2.3 減衰定数によ

る振動状態

―――― (2.8) 

―――― (2.9) 

―――― (2.10) 
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めるには 
 

( ) sty f t e=  
 
とおき、 ( )f t を決めればよい。上式を時間 tで 2回微分し 
 

  
22

st st

st st st

y fe sfe

y fe sfe s e

= +

= + +
 

 
各値を(2.1)式に代入すると 
 

2 22 0st st st st st st
n

c cfe sfe s fe fe sfe fe
m m

ω+ + + + + =  

 
となる。上式に ns ω= − を代入し、 / 2 2n nc m hω ω= = を考慮すると、

下式が得られる。 
 

2 2 22 2 2 0

( ) 0
n n n n nf f f f f f

f t

ω ω ω ω ω− + + − + =

=
 

 
上式を満足する解の中で、定数以外の最も簡単な解は 
 
  ( )f t t=  
 
であり、これを採用すると 
 
  

sty te=  
 
がもう 1つの特解となる。これより、減衰定数 1h = の場合の一般解は 
 

  1 2( ) nty A A t e ω−= +   

     〔 1A、 2A は積分定数〕   
となる。 
 
３） 1h < の場合（減衰振動） 
減衰定数 1h < のとき、(2.8)式の根号内は負となるので、虚数単位 iを
用いて表す。 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x′ ′ ′= +  

―――― (2.11) 

―――― (2.12) 

―――― (2.13) 
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( ) ( )

{ }

2 2

2 2

2 2

1 1

1 2

1 1
1 2

1 1
1 2

n n

n n n n

n n n

h i h t h i h t

h t i h t h t i h t

h t i h t i h t

y Ae A e

Ae e A e e

e Ae A e

ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω

− + − − − −

− − − − −

− − − −

= +

= ⋅ + ⋅

= +

  ( )2
1,2 1 ns h i h ω= − ± −   1i = −  

 
この式を(2.5)式に使用して次式を得る。 
 
 
 
 
 
 
 
ここで、オイラーの公式 
 

  
cos sin
cos sin

i

i

e i
e i

θ

θ

θ θ

θ θ−

= +

= −
 

 
を(2.15)式に代入すると 
 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

2 2 2 2
1 2

2 2
1 2 1 2

cos 1 sin 1 cos 1 sin 1

cos 1 sin 1

n

n

h t
n n n n

h t
n n

y e A h t i h t A h t i h t

e A A h t i A A h t

ω

ω

ω ω ω ω

ω ω

−

−

= − + − + − − −

= + − + − −
  

 

となり、ここで、 1 2C A A= + 、 ( )1 2D i A A= − と置くと、上式は 

{ }2 2cos 1 sin 1nh t
n ny e C h t D h tω ω ω−= − + −    

 
となる。得られた解は、振幅が時間と共に減衰する nh te ω−

と単振動の積

で表される。 
この式は以下のようにも表現できる。 

 

  
2sin( 1 )nh t

ny Ae h tω ω φ−= − +    

2 2A C D= + 、
1tan C

D
φ −=    

式(2.19)中の 2sin( 1 )nh tω φ− + は角速度
21 nh ω− の単振動であり、

振幅 nh tAe ω−
は時間 tとともに減衰する関数である。 1h < の状態をunder 

dampingといい、一般の構造物の振動はほとんどこの振動である。 

2 2

1

cos sin sin( )

tan

a b a b
a
b

θ θ θ α

α −

+ = + +

=
 

―――― (2.14) 

―――― (2.15) 

―――― (2.16) 

―――― (2.17) 

―――― (2.18) 

―――― (2.19) 
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 減衰振動の固有角振動数は
21 nh ω− で、減衰のない振動系の固有角

振動数 nω に比べて
21 h− 倍（ 1h < ）小さくなる。このときの固有周

期Tは 2 /Tω π= より、次式となる。 
 

  
2 2

2 2;
1 1

n
n

nn

TT T
h h

π π
ωω

= = =
− −

   

 

 

 
振動状態における減衰の程度を表すものとして、減衰定数h以外に対
数減衰率と呼ばれるものがある。 
右図中の隣り合う極大値を 1Y、 2Y 、周期をT 、 1Y の時刻を 1t とすると
対数減衰率δ は次式で定義される。 

 

  
1

2

1

2

log log
n

n

h t

e e h t

Y Ae
Y Ae

ω

ωδ
−

−= =  

( )

( )

( )

1 2

2 1

2 1

log

log

n

n

h t t
e

h t t
e

n

e

e
h t t

ω

ω

ω

− −

−

=

=

= −

 

2

2
1

n

n

n

h T

h
h

ω
πω

ω

=

=
−

 

 
従って、減衰率と対数減衰率の関係が得られる。 
 

2

2
1

h
h

πδ =
−

   

 
実際の構造物では、hの値は非常に小さく、記録されたものを振動と
して認識できるのは 0.3h < 程度である。例として、極大値の比を

1 2/ 10Y Y = としたとき 
 

  1

2

loge
Y
Y

δ = log 10e= 2.301=  

 
 これを式(2.21)に使用して、減衰定数 hを求めてみよう。まず、式(2.21)
を変更する。 

2.4 対数減衰率

1Y  
2Y  

1t  2t  

nT

nh tAe ω−  

t  

A  

減衰振動 

―――― (2.20) 

―――― (2.21) 

図 2.2
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2
2

2 2

2 2

4

4

h

h

δ
δ π

δ
δ π

=
+

=
+

2

2

h

h

δ π
δ
π

=

=

( )
( )

2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

2
1

1 2

1 4

4

h
h

h h

h h

h

πδ

δ π

δ π

δ π δ

=
−

− =

− =

+ =

 
 
 
 
 

 
 
 
上式を hについて解くと 
 
 
 
 
 
となる。ここで、先の求めたδ を代入すると 
 

2
2

2 2 0.1183
4

h δ
δ π

= =
+

； 0.344h =  

 
として減衰定数が求められる。このように、振幅が大きく減衰しても

0.3h = 程度であるので、式(2.21)は 2h が 1 に比べて小として次のよう
に近似できる。 
 
 

             
 
ここで先の値を代入してみると 
 

2.301 0.366
2 2 3.14

h δ
π

= = =
⋅

 

 
として、良い近似が得られる。誤差の程度として、

式(2.22)、(2.23)の関係を右に図示する。 
 
[例題 2.1] 
減衰自由振動の記録が図のように与えられている。Y1と Y4が次のように

得られた。Y1＝8.72 ； Y4＝4.36 [cm] 

この記録より、振動系の固有振動数、対数減衰率、減衰定数を求めよ。 

h  

δ  

0 

4 

8 

12 

0.4 0.8 

2 hδ π=  

2

2
1

h
h

πδ =
−

 

―――― (2.22) 

―――― (2.23) 

図 2.3 減衰定数と対数減衰率 
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１）固有振動数 f  

3サイクルで [ ]1.2 secT = 、従って、固有周期は、 

 

[ ]1 1 0.8333
1.2

f Hz
T

= = =  

 
となる。 
２）対数減衰率δ  
ここで、 
 

31 2

2 3 4

log log loge e e
YY Y

Y Y Y
δ = = =  

  log log log loge e e ea b c a b c⋅ ⋅ = + +  
 
より、 
 

  31 1 2

4 2 3 4

log loge e
YY Y Y

Y Y Y Y
= ⋅ ⋅  

31 2

2 3 4

log log loge e e
YY Y

Y Y Y
δ δ δ

= + +

= + +

 

3δ=  
 
となる。従って、 
 

1

4

1 log
3 e

Y
Y

δ =  

 
上式に、 1Y 、 4Y の値を代入し、対数減衰率δ を求める。 
 

  1

4

1 1 8.72log log 0.231
3 3 4.36e e

Y
Y

δ = = =  

 
３）減衰定数 h  
式(2.23)を用いて、減衰定数を求める 
 

  
0.231 0.0368

2 2 3.14
h δ

π
= = =

⋅
 

 

減衰自由振動の記録 
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[問題 2.1] 
図のようなダッシュポットをもつバネ系について問いに答えよ。 

１）運動方程式を求めよ。ただし、静的変位は含まれない。 

２） 9.8 / , 98 , 39.2 / seck kN m m kg c kg= = = のときの運動方程式を書

き、固有振動数、臨界減衰係数 crc を求め、減衰定数 hを算定せよ。 
 
１）振動方程式は、次式で与えられる。 
 

0my cy ky+ + =  
 
２）振動方程式は 
 まず、単位をあわせる。 
 

[ ] [ ] [ ] [ ]9.8 / 9800 / , 98 , 39.2 / seck kN m N m m kg c kg= = = =  

 
振動方程式 
 

98 39.2 9800 0y y y+ + =  
 
固有角振動数 
 

[ ]9800 10 / sec
98n

k rad
m

ω = = =  

 
固有周期 
 

[ ]2 2 3.14 0.628 sec
10n

n

T π
ω

×
= = =  

 
臨界減衰係数 
 

[ ]2 2 98 9800 1960 / seccc mk kg= = × =  

 
減衰定数 
 

239.2 0.02; 1 0.9998
1960c

ch h
c

= = = − =  

 
減衰定数が小さいので、周期の変化はほとんどない。 

１質点バネ系

c  k  

 

y  
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[問題 2.2] 
図のような記録が得られた。固有振動数、対数減衰率、減衰定数を求め

よ。 

 
図から理解できるように、周期は、 
 

[ ]
2 6.3 2.3 4.0

2.0 sec
T

T
= − =

=
 

 
固有角振動数 
 

2 2 3.14 3.14
2T

πω ×
= = =  

 
固有振動数 
 

[ ]0.5
2

f Hzω
π

= =  

 
対数減衰率 
 

1 3.3075ln 0.0488
2 3.0

δ = =  

 
減衰定数 
 

0.0488 0.0078
2 2 3.14

h δ
π

= = =
×

 

 
 

振動記録 


