
 

 

7-1第７章 多自由度の強制振動 

振動論入門 耐震工学 

 
 
 

本節では、多自由度系に強制振動が加わった場合の振動方程式につい

て考える。ここでも、まず、自由度系について学ぶことにする。図7.1

には、2自由度系のモデルが描かれている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

強制振動がある場合の振動方程式を以下に示す。ただし、ここでは、

減衰はないものとする。 

 

( )t+ =My Ky P��  

 

ここで、Mは質量行列、K は剛性行列、 yは変位ベクトル、 y��は加速

度ベクトル、 ( )tP は強制荷重ベクトルを意味する。これらは、2自由度

モデルでは、以下のようである。内容については、前節を参照されたい。 
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第７章 多自由度の強制振動

7.1 多自由度系の

強制振動

―――（7.1） 

―――（7.2） 

図 7.1 2 自由度系 
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 この連立微分方程式をモーダルアナリシスによって、独立したｎ個の

２階微分方程式に分離する。この手法によって、1自由度系振動論の知

識がそのまま利用できることになる。 

 変位ベクトル yを次のように正規化モードで座標変換する。新たな変

位ベクトルqを一般化変位と呼ぶ。 
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ここで、Ψは正規化モードを横に並べた正規化モード行列である。以後、

固有対の順番は、固有値の小さい順に並んでいるものとする。すなわち、

式(7.5)で、 1λ は最も小さい値で、 nλ は最も大きい値である。この行列

はモードの直交条件と正規化条件により、次の性質がある。 
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2自由度系における座標変換は、次式で与えられる。 
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座標変換式(7.3)を振動方程式(7.1)に代入し、一般化変位に関する微

分方程式を得る。 

 

( )t+ =MΨq KΨq P��  

 

次に、上式両辺の左より、 TΨ を掛けると、 

 

( )T T T t+ =Ψ MΨq Ψ KΨq Ψ P��  

 

となる。ここで、モード行列の直交条件(7.4)と(7.5)を利用すると、上

式は、次のような分離した微分方程式となる。 
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1,φ 2 ,⋅ ⋅φ nφ ―――（7.3） 

―――（7.4） 

―――（7.5） 

1λ
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nλ

0

0

―――（7.6） 

―――（7.7） 

―――（7.8） 

―――（7.9） 
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上式をさらに1自由度系の振動方程式と同様に書き下すと、次式となる。 
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2自由度系では、上式は以下のようである。 
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上式から分かるように、分離していない振動方程式がモード行列を用い

て座標変換することで、全て1自由度の振動方程式に変換されている。

強制外力項は、外力ベクトルと当該正規化モードと内積の形式で新たな

強制外力となっていることに注意されたい。 

 

 
例題 7.1 

2 層せん断型のモデルで、質量： 6 6
1 21.0 10 , 2.0 10 ,m kg m kg= × = × 、剛性：

6 6
1 22.0 10 / , 3.0 10 /k N m k N m= × = × 、外力： 4

1 20, 2.0 10 sin( )P P t N= = × を

有する系について、分離した振動方程式を求めよ。 

 

各パラメタは以下のようである。 
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上記の値を用いて、振動方程式を求める。 
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次に、一般固有値問題で固有値と固有ベクトルを求める。 

 

―――（7.10） 

―――（7.10） 
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固有値λについて展開すると、特性多項式は、 
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となり、上の2次方程式を解くと、固有値は、 

 

1 1(2 1)( 6) 0; 0.5 6λ λ λ λ− − = = =  

 

として得られる。 

 次に、固有ベクトルを求める。 

 

i i iλ− =KY MY 0  
 

上式を利用すると、2自由度の場合は、 
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第2層の変位を1とする基準振動モードは、 
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となる。 

 求めた固有値から固有角振動数と固有周期を次のように求めておく。 
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次に、正規化条件より正規化モードを求める。まず、係数 1 2,C C は、 
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より、 
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となる。この係数を用いると正規化モードは 
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より 
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となる。 

 ここで、得られた基準振動モードと正規化モードの直交性を検証しよ

う。まず、基準振動モードについて検討する。次のように基準振動モー

ドベクトルを横に並べた基準振動モード行列を定義する。 
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この基準振動モード行列を用いて、次式を計算する。 
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6 6

6 6 6
1 2

2 2 2 21 01 3 2 3
10 103 3 3 3

0 23 1 1 1 3 2 1 1

2.444 0
10 ; 2.444 10 11 10

0 11

T

m m

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤

= = ⋅ = ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

Y MY
 

 

ここで、 1 2,m m は一般化質量である。次に、 
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上式で求めた対角項の値を、該当する一般化質量で割ると、 
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となり、各固有値と等しくなる。 

 次に、正規化モードの直交性を検討する。まず、正規化モード行列を

次のように作成する。 
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上式を用いて、直交性を確認する。 
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 次に、得られた結果を元に、分離した振動方程式を求めよう。まず、
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外力項は、 

 
4 4
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となる。従って、振動方程式は、 

 
2 ( ); ( 1 )T

s s sq q t s nω+ = =φ P�� ∼  
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となる。 

 

 

 

 本節では、地震が加わる場合の振動方程式を導くことにする。地表の

変位を yとし、自由度の相対変位ベクトルを yとする。質点の絶対変位

及び加速度は次式で与えられる。 

 

;y y= + = +x y x y ���� ��  

 

上式を自由振動方程式に代入し、 

 

( )y+ + =M y Ky 0����  

 

整理すると、 

 

{ }; 1 1 1T
x xy+ = − =My Ky MI I���� "  

 

となる。ここで、ベクトル xI では、地表変位と同方向の自由度は1とな

り、他は0となる。例えば、例題で取り上げたせん断型では、全て１の

ベクトルとなる。 

 2自由度系で地震時の振動方程式を求めてみよう。 
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7.2 地震荷重が

加わる場合の振

動方程式

―――（7.11） 

―――（7.13） 

―――（7.12） 

―――（7.14） 
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上式を整理すると、 
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となる。行列で表示すると、 
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となる。 

 これ以後は、前節と同様に、モーダルアナリシスで振動方程式を分離

した型にすべきであるが、先に減衰項について考えておこう。 

 

 

 

 免震デバイスなどを除いて、一般に、減衰行列は剛性行列や質量行列

のように直接求められない。さらに、一般的に定義した減衰行列を用い

ると、前章の式(6.64)のように、固有値問題の解は複素根となってしま

う。そこで、減衰のない固有値問題で得た正規化モードで、減衰行列を

対角化できるとすれば、減衰行列は比較的容易に得ることが可能である。

このような減衰を比例減衰、対角化できない減衰を非比例減衰と言う。 

 

 比例減衰 

 非比例減衰 

 

本節では、この減衰、つまりモード比例減衰について考えよう。比例減

衰は、次のように正規化モード行列で減衰行列を対角化できるものとす

る。 
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 比例減衰の一般形は、次の Caughey 式で表される。 

 

―――（7.15） 

―――（7.16） 

7.3 モード比例

型減衰

―――（7.17） 
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ここで、 0 1 2, , , na a a a⋅ ⋅ は未定定数であり、この値は次の方法で決めて

いくことになる。まず、未定定数を決めるために、ｓ次の固有対を用い

ると、 

 

2 2( ) ;s s s s sω ω− + = =M K φ 0 Kφ Mφ  

 

となる。次に上式両辺の左より、質量行列の逆行列である 1−M を掛ける

と、 

 

1 2 1 2
s s s s sω ω− −= =M Kφ M Mφ φ  

 

となる。さらに、右の吹き出しを考慮すると、 

 

1 2( ) j j
s s sω− =M K φ φ  

 

が得られる。 

 減衰行列は、s次正規化モードに対し、式(7.17)と(7.18)を考慮する

と 
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で与えられ、さらに、上式は式(7.19)を考慮すると、 
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となる。当然、上式で異なった正規化モード T
xφ を使用すれば、正規条

件より 

 
1

2

0
{ } 0 ( )

n
T T j
x s x s j s

j
a x sω

−

=

= = ≠∑φ Cφ φ Mφ  

―――（7.18） 

2
s s sω=Aφ φ  

が成立すると両辺の左より行

列 Aを掛ける。 
2 2

s s s sω= =AAφ A φ Aφ  
となり、上式は第 1行を考慮す

ると、 
2 2 2 2 2( )s s s s s sω ω ω= ⋅ =A φ φ φ

が成立する。上記の処理を再度

実行すると、次式が得られる。
2( )j j

s s sω=A φ φ  

―――（7.19） 
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―――（7.20） 

―――（7.21） 
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となり、座標変換された減衰行列の非対角項はゼロとなる。このように

正規化モード行列を使用すれば、Caughey式で表された減衰は対角化さ

れることになる。 

 式(7.20)で得られたｓ次の減衰係数は、減衰定数 sh を用いると 
 

2 4
0 1 22s s s s sC h a a aω ω ω= = + + + ⋅ ⋅  

 

となり、減衰定数は、 

 

3
0 1 2

12 s s s
s

h a a aω ω
ω

= + + + ⋅ ⋅  

 

として表される。後は、減衰定数を設定することで、未定定数を決める

ことになる。無論、設定する減衰定数の数と未定定数の数は同じである。 

 現在、広く使用されている比例型減衰は、多くの未定定数を用いるわ

けではなく、現在では以下の3種類が一般に用いられている。 

 

１．質量比例型 

２．剛性比例型 

３．レーリー減衰 

 

上記の3つの比例型減衰では、上の２つが未定定数を1つ用い、レーリー

減衰は2つの未定定数を用いる。 

１）質量比例型 

 質量比例型の減衰定数は定数 0a を用いており、 0a は式(7.22)より、 
 

02s s sC h aω= =  

 

で与えられる。ここでは、ｓ次の固有角振動数とｓ次モードの減衰定数

sh を設定する。減衰行列は、式(7.18)より、 
 

2 s shω=C M  
 

として得られる。得られた減衰定数を座標変換すると、 

 

2 2 ; :T T
s s s sh hω ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Ψ CΨ Ψ MΨ I I 単位行列 

―――（7.23） 

―――（7.22） 

―――（7.24） 

―――（7.25） 

2 s sh ω
2 s sh ω

2 s sh ω
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となり、分離された振動方程式の減衰係数は全て同一となる。例えば、

ｊ次の減衰定数 jh は、 
 

2
2 s s

j s s j
j

s s
j

j

h
C h

h
h

ω
ω ω

ω

ω
ω

= =

=
 

 

となり、振動数に逆比例する。 

２）剛性比例型 

剛性比例型の減衰定数は定数 1a を用いており、 1a は式(7.22)より、 
 

2
1 1

2
2 ; s

s s s s
s

h
C h a aω ω

ω
= = =  

 

として得られる。従って、減衰行列は、 

 

2 s

s

h
ω

=C K  

 

となる。得られた減衰定数を座標変換すると、 

 

2

2

2

T Ts

s

j
j s

s

h

C h

ω

ω
ω

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

Ψ CΨ Ψ KΨ
 

 

となり、分離された振動方程式の減衰係数は上式で与えられる。例えば、

ｊ次の減衰定数 jh は、 
 

2

2 2j j
j s s j

s s

j
j s

s

C h h

h h

ω ω
ω

ω ω
ω
ω

= =

=

 

 

となり、振動数に比例した値となる。高次モードに振動数は、自動的に

―――（7.26） 

―――（7.27） 

―――（7.28） 

2
12 s
s

h ω
ω 2

22 s
s

h ω
ω

2

2 n
s

s

h
ω
ω

―――（7.29） 
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大きな値となることが予想される。 

３）レーリー減衰 

レーリー減衰の減衰定数は定数 0 1,a a の２つを用いており、式(7.22)

より、減衰定数 1 2,s sh h を与えることで 
 

2
1 1 1 0 1 1

2
2 2 2 0 1 2

2

2
s s s s

s s s s

C h a a

C h a a

ω ω

ω ω

= = +

= = +
 

 

という連立方程式が得られる。この方程式を解くことで、係数 0 1,a a は、 
 

1 1 2 2
1 2 2

1 2

1 2 1 2 2 1
0 2 2

2 1

2( )

2 ( )

s s s s

s s

s s s s s s

s s

h h
a

h h
a

ω ω
ω ω

ω ω ω ω
ω ω

−
=

−

−
=

−

 

 

として得られる。得られた係数を用いると、減衰行列は、次式となる。 

 

0 1a a= +C M K  
 

分離された振動方程式の減衰係数、例えば、ｊ次の減衰定数 jh は、 
 

10

2
0 1

0
1

2

1 ( )
2

T T T

j j j j

j j
j

a a

C h a a

a
h a

ω ω

ω
ω

= +

= = +

= +

Ψ CΨ Ψ MΨ Ψ KΨ

 

 

となる。レーリー減衰は振動数について逆比例と比例の和として表され

る。 

 

 

 

 地震が加わる場合で、減衰を有する多自由度系の振動方程式は、式

(7.11)を参考にすると、次のようになる。 

 

x y+ + = −My Cy Ky MI ���� �  

 

ここで使用する減衰行列は先に示した比例型であるとする。 

 次に、正規化モード行列を用いて一般化変位 qに変換する。 

―――（7.30） 

―――（7.31） 

―――（7.32） 

―――（7.33） 

7.4 減衰がある

地震時振動

―――（7.34） 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) [ ]1 2 1 2;T

t t

t t

t t

q q

=

=

=

= =

y Ψq

y Ψq

y Ψq

q Ψ φ φ

��
����

" "

 

 

上式を振動方程式(7.34)に代入すると、 

 

xC K y+ + = −MΨq Ψq Ψq MI ���� �  

 

となり、上式両辺の左より、 TΨ を掛ける。 

 
T T T T

xC K y+ + = −Ψ MΨq Ψ Ψq Ψ Ψq Ψ MI ���� �  

 

ここで、次の正規直交条件によって 

 

; ;
;

T T

T

= =

=

Ψ MΨ I Ψ CΨ C
Ψ KΨ Λ

 

 

振動方程式は分離した次の方程式となる。 

 
22 ; ( 1, , )i i i i i i iq h q q y i nω ω β+ + = − =���� � "  

 

ここで、減衰定数として、レーリー減衰の場合 

 

0
1

1 ( )
2j j

j

a
h aω

ω
= +  

 

となり、また、右辺の iβ は刺激係数と呼ばれ、次式で計算される。 

 

T
j x

j
jm

β =
φ MI

 

 

上式の im は一般化質量であり、正規化モードを使用する場合は全てその

値は１となる。 

 このような多自由度系の振動方程式の解析方法は、まず正規化モード

を用いて方程式を分離し、次に各々独自に方程式を解いた後、その解を

次式のように重ね合わせて、元の方程式の解とする。この手法は一般に

モーダルアナリシスと呼ばれる。 

 

―――（7.35） 

―――（7.36） 

―――（7.37） 

―――（7.38） 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1

n

i i
i

t t q t q t q tϕ ϕ ϕ
=

= = = + +∑y Ψq "  

 

 次に、刺激係数について考える。刺激係数(7.38)は展開定理の公式よ

り、地動加速度の分布ベクトル xI を固有ベクトル（正規化モード）に展
開したときの係数に相当する。 

 固有ベクトル（正規化モード）は独立であるため、式(7.39)と同様に

地動加速度の分布ベクトル xI を次式のように展開することができる。 
 

1 1 2 2
1

n

x i i
i
α α α

=

= = + +∑I φ φ φ " 

 

両辺左より、 T
jϕ Mを掛けると 

 

1 1 2 2
1

n
T T T T
j x j i i j j

i

α α α
=

= = + +∑φ MI φ M φ φ Mφ φ Mφ " 

 

となる。上式右項に直交条件を考慮すると、上式は、 

 

T T
j x j j j j j

T
j x

j
j

m

m

α α

α

= =

=

φ MI φ Mφ

φ MI  

 

となる。式(7.38)と(7.41)を比較すれば分かるように、 jβ は jα に等し

く、先に述べたように、刺激係数 jβ は地動加速度の分布ベクトル xI を
展開した係数となる。 

 式(7.40)のｓ次項 s sβ φ は刺激関数と呼ばれ、分布ベクトル xI のｓ次
固有モード成分となる。従って、全ての次数の刺激関数を加え合わせる

と分布ベクトル xI の要素が１の場合、１となる。要素が0の場合は無論、
0となる。 

 

1
1

n

s si
s

β ϕ
=

=∑  

 

 

 

 

―――（7.39） 

―――（7.40） 

―――（7.41） 

―――（7.42） 


